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Oppgave 1

Anne og Bob speler eit spel som bestar av fleire rundar. Anta at Anne har sannsyn a og Bob
har sannsyn 1 — « for a vinne ein runde, 0 < o < 1, og at sigrane er uavhengige fra runde
til runde. Vi gnskjer a halde reknskap med talet pa sigrar pa rad og med kven som vann siste
runden ved & modellere spelet ved ei markovkjede i diskret tid med tilstandar +1, £2, ...,
der X,, =14 > 0 tyder at Anne har vunne dei siste i rundane, og X,, = i < 0 tyder at Bob har
vunne dei siste —¢ rundane, der n er det totale talet pa rundar spelt.

Overgangssannsynaer P11 =«o, P,_1=1—-a, P, _, 1 =1—aand P_;; = «aforallei > 1,
og alle andre overgangssannsyn er lik null.

1

I (a) og (b) antar vi at o = 5.

a) Finn P(Xy =2| X, =1) og P(X5; =2 X; =1). Dersom Anne vinn fgrste runden, kva
er sannsynet for at ho nokon gong i lgpet av dei forste fem rundane vinn to rundar pa
rad?

b) Finn forventa tal pa rundar som har blitt spelt nar forste spelar oppnéar tre sigrar pa rad.
Dersom Anne vinn fgrste runden, kva er sannsynet for at Anne er den forste til a fa tre
sigrar pa rad?

I (c) og (d) kan « vere kva som helst tal mellom 0 og 1.

c) Anta at Anne og Bob speler mange rundar. Kva er delane av tida i det lange lgpet som

markovkjeda er i tilstand ¢, ¢ = +1, £2, ... 7 Kan desse delane tolkast som grense-

sannsyn?

d) Finn sannsynet for at Anne blir fgrste spelaren som far n sigrar pa rad.
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Oppgave 2

Kvar gong ein maskin gar sund blir den sendt til hurtigreparasjon med sannsyn « eller til
grundig reparasjon med sannsyn 1 — «, 0 < « < 1. Hurtigreparasjon gar fortare, men med
sannsyn 1 — ( blir det oppdaga under hurtigreparasjon at maskinen ma gjennom grundig
reparasjon.

Vi modellerer statusen til maskinen ved ei markovkjede i kontinuerleg tid med tre tilstandar,
der tilstand O tyder at maskinen verkar, tilstand 1 tyder at han gjennomgar hurtigreparasjon
og tilstand 2 at han gjennomgar grundig reparasjon. Anta at tida prosessen er i ein tilstand
for det skjer ein overgang til ein annan tilstand er eksponentielt fordelt med forventningsverdi
1/ for tilstand 0, 1/p; for tilstand 1 og 1/pus for tilstand 2, der py > po. Overgangssannsyna
P;; fra tilstand ¢ til tilstand j er gitt ved Py = o, Ppo =1—«a, Po =08, Po=1-[0o0g
Pyy = 1.

a) Kva er dei augneblinkelege overgangsratane ¢;; (fra tilstand ¢ til tilstand j)?

b) Vis at delen av tida maskinen verkar i det lange lgpet er
1
1—1—%(1—1—@(;‘—?—6)).
Anta at A =1/10, p1 =1 og o = 1/2 (pr. dggn). Finn P, uttrykt ved o nar (i) 8 = 1/2
og (ii) 8 = 3/5.

P():

c) Formuler ein regel, uttrykt ved generell A, uy, uo og 3, for korleis o skal veljast for &
maksimere Fj.

Oppgave 3

Kundar kjem til ein kg med éi beteningseining i samsvar med ein poissonprosess med intensi-
tet 2 (pr. minutt) (eit M /G /1-system). Beteningstidene er uavhengige og identisk fordelte med
forventningsverdi a (minutt) og varians 3 (min?). Finn Wq, gjennomsnittleg tid ein kunde star
i ko (uttrykt ved o og 3).

Kostnaden ved & drive beteningseininga er 2/« kr pr. minutt (uansett om det er ein kunde i
beteningseininga eller ikkje), og kostnaden ved & ha ein kunde i k¢ er 1 kr pr. minutt (for kvar
kunde i kgen). Kva er total gjennomsnittleg kostnad pr. minutt for dette systemet? Anta at
a = 1/3. For kva verdiar av [ vil ein auke av « redusere gjennomsnittskostnaden?
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Formelsamling
Setningane om totalt sannsyn og dobbeltforventning
La By, B, ... vere parvis disjunkte hendingar med P(|J;°, B;) = 1. Da gjeld

PA|C)= iP(A | B,NC)P(B; | C), EX|C)= iE(X | BENC)P(B; | C).

i=1 =1

Markovkjeder i diskret tid

Chapman-Kolmogorov-likningane:

m—+n m n
P =S P
k=0

For ei irredusibel og ergodisk markovkjede eksisterer m; = lim,, . F;; og er gitte av likningane
T; = Zﬂ-ipij og Zﬂ'i =1.
i i
For transiente tilstandar ¢, j og k er forventa tid i tilstand j gitt start i tilstand ¢
Sij = 0ij + Z PigSk;-
k

For transiente tilstandar ¢ og 7 er sannsynet for ein eller annan gong a kome til tilstand j gitt
start i tilstand ¢

fig = (si5 = 0i5) /555

Poissonprosess

Ventetid til nte hendinga (nth arrival time), S,,, har sannsynstettleik

fs, (1) ARARSY for t>0
=——¢ or .

Sn (n—1)! =

Gitt at talet pa hendingar N(t) = n, sa har Sy, Sy, ..., S, simultantettleik

n!
181,800, 8n N (H)=n (51, 525 - - -, 8n) = m for 0<s1<s89<---<s, <t
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Markovprosessar i kontinuerlig tid

Ein markovprosess X (t), 0 <t < oo, med tilstandsrom 2 C {0, 1,2, ...}, blir kalla ein fodsels-
og dgdsprosess dersom

PX(t+h)=i+1|X(¢

( Aih + o(h),
PX(t+h)=i—1|X(¢

(

(

u h+ o(h),
— (AN + pi)h + o(h),
( ) mar |j—i[>2,

1

)
)
)
)

P(X(t+h)=i| X(t
P(X(t+h)=7| X(t

1

— —

i
der i > 0, A; > 0 er fodselsratar og p; > 0 er dgdsratar.

Chapman-Kolmogorov-likningane:
P.

Kolmogorovs framover-likningar:

Kolmogorovs bakover-likningar:
Z Gir Prj (1) — vi Py (t)
ki
Dersom P; = lim;_., P,;(t) eksisterer og er uavhengige av i, er P; gitt av
v P = qujpk og ZP =1.
k#j

Spesielt for fgdsels- og dgdsprosessar:

Py = og P,=0yF fork=1,2, ...,

1
ZZL%
der Ao )

bo=1 og 0,=221 k1 frk=12, ...
#1#2.../1%‘
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Kateori

La L vere gjennomsnittleg tal pa kundar, Lq gjennomsnittleg tal pa kundar i ke, W gjen-
nomsnittleg tid pr. kunde i systemet, Wq gjennomsnittleg tid pr. kunde i kg, W§ tid i ko, S
beteningstid, V' gjennomsnittleg attverande arbeid i systemet og A\, gjennomsnittleg innkomst-
rate. Da gjeld

L=XW, Lo=XAWq  V=X\ESW) +\ES?/2.

Nokre rekkjer

Za Lot ikak— ¢ Y a"b"F = (a +b)"
1—a ’ - (1—a)? /<;

=0 k=0

Ei forsteordens lineser differensiallikning

Differensiallikninga f'(t) + a.f(t) = g(t) med initialvilkar f(0) = a har lgysing



