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Pa side 2-3 er det oppgaver, pa side 4-6 er det en formelsamling.
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Oppgave 1

En fabrikk tegner hvert ar en avtale for et visst produkt med én av tre underleverandgrer.
Sekvensen av valgte underleverandgrer folger en markovkjede pa tilstandsrommet {1,2,3}
med overgangsmatrise
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a) FIHHP(XQZQ|X0:1)OgP(X27é3,X17é3|X():2)
La T veere antall ar til underleverandgr 3 blir valgt, det vil si 7' = min{n > 0: X,, =3 }.
b) Finn de betingede forventningsverdiene E(T | Xo =1), i =1, 2, 3.

c) Begrunn hvorfor grensefordelingen for den gitte markovkjeden eksisterer. Finn grensefor-
delingen.

d) Hva er sannsynligheten i det lange lgp for at samme underleverandgr velges to ar pa rad?

Oppgave 2

La{X,:n=0,1,...} veere en forgreiningsprosess, der X,, er antall individer i generasjon n.
Vi antar at alle individer gir opphav til nye avkom uavhengig av hverandre og med samme
sannsynlighetsfordeling. La Z veere antall avkom til et vilkarlig individ. Sannsynlighetsforde-
lingen til Z er gitt ved P(Z = j) = (1 —p)’p, j=0,1, ..., der p er en parameter, 0 < p < 1.
Forventningsverdien til Z er EZ = (1 — p)/p.

Anta at Xy = 1. La my veere sannsynligheten for at populasjonen til slutt dgr ut. Vis ved &
betinge pd X; at mo = >-72 m)P(Z = j). Hva er sannsynligheten for at populasjonen dgr ut
for ulike verdier av p?
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Oppgave 3

Kvinner og menn ankommer en butikk som to uavhengige poissonprosesser med intensitet
Ak = 0,25 pr. minutt for kvinner og A, = 0,2 pr. minutt for menn. Butikken er tom for kunder
ved tid 0.

a) Hva er sannsynligheten for at fgrste kunde er en kvinne? Hva er sannsynligheten for at
det minst er to kvinner blant de fire forste kundene som ankommer butikken?

La N(t) veere antall kunder totalt (kvinner og menn) som har ankommet butikken ved tid ¢.

b) Hva er sannsynlighetsfordelingen til N (¢)7 Finn sannsynligheten for at det minst kommer
fire kunder i lgpet av 8 minutter. Hva er den betingede sannsynligheten for at det minst
kommer fire kunder i lgpet av 8 minutter gitt at N(4) = 27

La Y vere antall kunder som ankommer butikken i lgpet av en tid 7', der T" er eksponentielt
fordelt med rate p (dvs. med forventningsverdi 1/pu).

c) Finn P(Y = 0) og P(Y = 1) uttrykt ved g og A = A, + An. Hva blir den generelle
sannsynlighetsfordelingen til Y7

Tida kvinner tilbringer i butikken fgr de gar ut igjen er uavhengige og eksponentielt fordelte
med rate py = 0,4 pr. minutt. La X (t) veere antall kvinner i butikken ved tid t.

d) Begrunn hvorfor Xy(t) er en fgdsels- og dgdsprosess, og angi fodsels- og dgdsratene for
denne prosessen. Hva er forventet tid til det fgrste gang er to kvinner i butikken?

Tida menn tilbringer i butikken for de gar ut antas a veere uavhengige (ogséa av kvinnenes tid
i butikken) og eksponentielt fordelte med rate p,, = 0,5 pr. minutt.

Anta na at butikken har plass til maksimalt to kunder. Hvis det er to kunder i butikken, vil
andre potensielle kunder ga videre.

e) Hva er forventet tid til det forste gang er to kunder i butikken?
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Formelsamling
Setningene om total sannsynlighet og dobbeltforventning

La By, By, ... veere parvis disjunkte hendelser med P(U2; B;) = 1. Da gjelder

P(A|C)=Y_P(A|BiNC)P(B; | C), E(X|C)=Y_E(X|B;nNC)P(B;|C).
i=1 =1

Markovkjeder i diskret tid

Chapman-Kolmogorov-likningene:

P = 5 pIRY

For en irredusibel og ergodisk markovkjede eksisterer m; = lim,, o Pj; og er gitt av likningene
Uy :Zﬂ-iﬂj 0og Zﬂ-zzl
For transiente tilstander i, j og k er forventet tid i tilstand j gitt start i tilstand ¢

sij = 0ij + > Piesiy.
k

For transiente tilstander ¢ og j er sannsynligheten for en eller annen gang a komme til tilstand
J gitt start i tilstand ¢

fig = (855 — 0i5) /555

Poissonprosess

Ventetid til nte hendelse (nth arrival time), S, har sannsynlighetstetthet

fs. (1) AARSY for t>0
=——¢ or )
Sn (n—1)! -
Gitt at antall hendelser N(t) = n, sa har Sy, Ss, ..., S, simultantetthet
n!
181,90, 8n N (H)=n (51, 525 - -, 8n) = — for 0<sp<sp< - <, <L
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Markovprosesser i kontinuerlig tid

En markovprosess X (t), 0 <t < oo, med tilstandsrom Q C {0,1,2,...}, kalles en fodsels- og
dgdsprosess dersom

PX(t+h)=i+1|X(¢

( Aih + o(h),
PX(t+h)=i—1|X(¢

(

(

u h+ o(h),
— (N + pi)h + o(h),
( ) mdr |[j—i]>2,

1

)
)
)
)

P(X(t+h)=i| X(t
P(X(t+h)=j| X(t

1

)
)
)
)

i
der ¢ > 0, \; > 0 er fgdselsrater og p; > 0 er dgdsrater.

Chapman-Kolmogorov-likningene:
1] t + 3 Z sz Pk]

Kolmogorovs forover-likninger:

= > G P (t) — v; Py(t)

k)

Kolmogorovs bakover-likninger:

qupk’] zPZJ( )
k#i

Hvis P; = limy;_,, P;;(t) eksisterer og er uavhengige av i, er P; gitt av

U]P ZijPk: og ZP =1.
k#j

Spesielt for fgdsels- og dgdsprosesser:

1
P, = P.=60,P fork=1 2, ...
0 Zzozoek og k kL0 or ) Ly 3
der A \
=1 og g, = 2002kl fork=1,2,...

Hafh - - g
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Kateori

La L veere gjennomsnittlig antall kunder, Lq gjennomsnittlig antall kunder i kg, W gjen-
nomsnittlig tid pr. kunde i systemet, Wq gjennomsnittlig tid pr. kunde i ko, W¢ tid i kg,
S betjeningstid, V' gjennomsnittlig gjenvaerende arbeid i systemet og A, gjennomsnittlig an-
komstrate. Da gjelder

L=XW, Lo=AWq  V=X\ESW) + A \ES?/2.

Noen rekker

n+1 00 n

p_1—a gk — ¢ kpn—k — (4
R Rl e S 1 e L

1—a

En fgrsteordens linezer differensiallikning
Differensiallikningen f'(¢) + a.f(t) = g(t) med initialbetingelse f(0) = a har lgsning

f(t) =ae at—i—/ ts) ds.



