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eller eksempel frå pensum).

På side 2–4 er det oppgåver, på side 5–7 er det ei formelsamling.
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Oppgåve 1

Vi speler eit spel med fem terningar. Målet er å oppnå at alle fem terningane viser det same.
I første omgangen kastar vi fem terningar. Vi sparer på terningar som viser den verdien det er
flest av. Dersom terningane til dømes viser 3, 4, 4, 5, 6, sparer vi dei to firarane. Dersom det
er fleire verdiar som opptrer med maksimalt tal, veljer vi éin verdi vi vil spare på – dersom
terningane til dømes viser 3, 3, 4, 4, 6, sparer vi anten på dei to trearane eller på dei to firarane.

I andre omgangen kastar vi dei terningane vi ikkje sparer på om att. Igjen sparer vi på terningar
(blant alle fem terningane) som viser den verdien det er flest av (vi har lov å byte verdi vi
sparer på – dersom vi har spart på to toarar og det nye kastet gir tre trearar, sparer vi på
trearane).

Slik held vi fram til alle terningane viser det same.

Vi modellerer spelet med ei markovkjede i diskret tid, med tilstandar 0, 1, 2, 3, 4 og 5, der
X0 = 0 og Xi er talet på den verdien det er flest av etter i kast. Dersom til dømes terningane
viser 3, 3, 4, 4, 6 etter fire kast, er X4 = 2, og dersom dei viser 3, 4, 4, 4, 6 etter fem kast, er
X5 = 3.

Overgangsmatrisa for markovkjeda er

P =
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Det blir oppgitt at

P 2 =


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P 3 =


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(I − PT)−1 =


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der PT er matrisa vi får ved å fjerne siste raden og siste søyla frå P , og I er identitetsmatrisa
av storleik 5.

a) Vis korleis overgangssannsyna P05 = 1/1296 og P34 = 5/18 er rekna ut.

Kva ekvivalensklassar har kjeda? Kva ekvivalensklassar er transiente og kva er rekurrente?

b) Kva er sannsynet for å få fem like verdiar på terningane etter tre eller færre kast (dette
svarar til å løsye ei av oppgåvene i terningspelet yatzy)?

Kva er sannsynet for å få fem like verdiar på terningane etter tre eller færre kast gitt at
du sparer to like verdiar etter første kastet?

c) Kva er forventa tal på kast for å fem like verdiar på terningane?

Kva er forventa tal på nye kast som trengst for å få fem like verdiar dersom du allereie
har spart fire like verdiar, og kva er forventa tal på nye kast som trengst dersom du har
spart tre like verdiar?

d) Kva er sannsynligheten for at det i løpet av spelet kjem ein omgang der alle terningane
har ulike verdiar? Kva er sannsynet for at det i løpet av spelet kjem ein omgang der
nøyaktig tre av terningane har samme verdi?
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Oppgåve 2

Vi antar at ein dyrepopulasjon utviklar seg som ein fødsels- og dødsprosess med fødselsratar
λn = nλ for n ≥ 0 og dødsratar µn = nµ for n ≥ 1. Anta at λ > µ > 0. La X(t) vere
populasjonsstorleiken ved tid t.

a) Kva er overgangsratane vi (frå tilstand i til ny tilstand), overgangssannsyna Pij og dei
augneblinkelege overgangsratane qij (frå tilstand i til tilstand j)? Har prosessen nokon
absorberande tilstandar?

Vi skal finne sannsynet for at ein populasjon som startar med x0 dyr ved tid 0 døyr ut.

La Yn vere markovkjeda i diskret tid som er definert ved at Y0 = X(0) og Yn er tilstanden til
X(t) etter nte overgangen.

b) Kva er overgangssannsyna for markovkjeda Yn? Korleis kan utdøying av populasjonen
uttrykkjast ved hjelp av denne prosessen, og kva blir sannsynet for at ein populasjon
som startar med x0 dyr døyr ut?

Vink: I ei markovkjede med overgangssannsyn P00 = 1, Pi,i+1 = p = 1 − Pi,i−1 for alle
i ≥ 1, dvs. Gambler’s ruin mot ein uendeleg rik motstandar, er sannsynet ((1 − p)/p)i
for at prosessen nokon gong når tilstand 0 gitt at den startar i tilstand i dersom p > 1/2.

I ein populasjon som følgjer denne fødsels- og dødsprosessen og som har x0 dyr ved tid 0, er
x0e

(λ−µ)t forventa tal på dyr ved tid t (jamfør eksemplet med lineær vekst med immigrasjon,
men med immigrasjonsraten sett lik null).

Vi ønskjer å modellere moglegheiten for katastrofe som utslettar heile populasjonen, og antek
no at dyrepopulasjonen følgjer ei markovkjede i kontinuerlig tid med augneblinkelege over-
gangsratar qn,n+1 = nλ for n ≥ 0, qn,n−1 = nν og qn0 = κ for n ≥ 2, og q10 = ν + κ, der ν > 0
og κ > 0. Dei andre overgangsratane er 0.

c) Er dette ein fødsels- og dødsprosess? Kva er sannsynet for utdøying med denne modellen?

d) Utlei ei differensiallikning for forventa tal på dyr i populasjonen ved tid t og løys denne.
Skisser grafen når λ > ν + κ.

Kva er samanhengen med forventa tal på dyr i ein populasjon som følgjer fødsels- og
dødsprosessen frå (a) og (b) dersom ν + κ = µ? Samanlikn òg sannsynet for utdøying,
og kommenter resultatet.
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Formelsamling

Setningane om totalt sannsyn og dobbeltforventning

La B1, B2, . . . vere parvis disjunkte hendingar med P (
⋃∞
i=1Bi) = 1. Då gjeld

P (A | C) =
∞∑
i=1

P (A | Bi ∩ C)P (Bi | C), E(X | C) =
∞∑
i=1

E(X | Bi ∩ C)P (Bi | C).

Markovkjeder i diskret tid

Chapman-Kolmogorov-likningane:

P
(m+n)
ij =

∞∑
k=0

P
(m)
ik P

(n)
kj

For ei irredusibel og ergodisk markovkjede eksisterer πj = limn→∞ P
n
ij og er gitte av likningane

πj =
∑
i

πiPij og
∑
i

πi = 1.

For transiente tilstandar i, j og k er forventa tid i tilstand j gitt start i tilstand i

sij = δij +
∑
k

Pikskj.

For transiente tilstandar i og j er sannsynet for ein eller annan gong å kome til tilstand j gitt
start i tilstand i

fij = (sij − δij)/sjj.

Poissonprosess

Ventetid til nte hendinga (nth arrival time), Sn, har sannsynstettleik

fSn(t) =
λntn−1

(n− 1)!
e−λt for t ≥ 0.

Gitt at talet på hendingar N(t) = n, så har S1, S2, . . . , Sn simultantettleik

fS1,S2,...,Sn|N(t)=n(s1, s2, . . . , sn) =
n!

tn
for 0 < s1 < s2 < · · · < sn ≤ t.
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Markovprosessar i kontinuerlig tid

Ein markovprosess X(t), 0 ≤ t ≤ ∞, med tilstandsrom Ω ⊆ {0, 1, 2, . . .}, blir kalla ein fødsels-
og dødsprosess dersom

P (X(t+ h) = i+ 1 | X(t) = i) = λih+ o(h),

P (X(t+ h) = i− 1 | X(t) = i) = µih+ o(h),

P (X(t+ h) = i | X(t) = i) = 1− (λi + µi)h+ o(h),

P (X(t+ h) = j | X(t) = i) = o(h) når |j − i| ≥ 2,

der i ≥ 0, λi ≥ 0 er fødselsratar og µi ≥ 0 er dødsratar.

Chapman-Kolmogorov-likningane:

Pij(t+ s) =
∞∑
k=0

Pik(t)Pkj(s).

Kolmogorovs framover-likningar:

P ′ij(t) =
∑
k 6=j

qkjPik(t)− vjPij(t)

Kolmogorovs bakover-likningar:

P ′ij(t) =
∑
k 6=i

qikPkj(t)− viPij(t)

Dersom Pj = limt→∞ Pij(t) eksisterer og er uavhengige av i, er Pj gitt av

vjPj =
∑
k 6=j

qkjPk og
∑
j

Pj = 1.

Spesielt for fødsels- og dødsprosessar:

P0 =
1∑∞
k=0 θk

og Pk = θkP0 for k = 1, 2, . . . ,

der
θ0 = 1 og θk =

λ0λ1 · · ·λk−1

µ1µ2 · · ·µk
for k = 1, 2, . . .
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Køteori

La L vere gjennomsnittleg tal på kundar, LQ gjennomsnittleg tal på kundar i kø, W gjen-
nomsnittleg tid pr. kunde i systemet, WQ gjennomsnittleg tid pr. kunde i kø, W ∗

Q tid i kø, S
beteningstid, V gjennomsnittleg attverande arbeid i systemet og λa gjennomsnittleg innkomst-
rate. Då gjeld

L = λaW, LQ = λaWQ, V = λaE(SW ∗
Q) + λaES

2/2.

Nokre rekkjer

n∑
k=0

ak =
1− an+1

1− a
,

∞∑
k=0

kak =
a

(1− a)2
,

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k = (a+ b)n

Ei førsteordens lineær differensiallikning

Differensiallikninga f ′(t) + αf(t) = g(t) med initialvilkår f(0) = a har løysing

f(t) = ae−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)g(s) ds.


