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Oppgave 1

Vi speler eit spel med fem terningar. Malet er & oppna at alle fem terningane viser det same.
I fgrste omgangen kastar vi fem terningar. Vi sparer pa terningar som viser den verdien det er
flest av. Dersom terningane til dgmes viser 3, 4, 4, 5, 6, sparer vi dei to firarane. Dersom det
er fleire verdiar som opptrer med maksimalt tal, veljer vi éin verdi vi vil spare pa — dersom
terningane til dgmes viser 3, 3, 4, 4, 6, sparer vi anten pa dei to trearane eller pa dei to firarane.

[ andre omgangen kastar vi dei terningane vi ikkje sparer pa om att. Igjen sparer vi pa terningar
(blant alle fem terningane) som viser den verdien det er flest av (vi har lov & byte verdi vi
sparer pa — dersom vi har spart pa to toarar og det nye kastet gir tre trearar, sparer vi pa
trearane).

Slik held vi fram til alle terningane viser det same.

Vi modellerer spelet med ei markovkjede i diskret tid, med tilstandar 0, 1, 2, 3, 4 og 5, der
Xo =0 og X; er talet pa den verdien det er flest av etter ¢ kast. Dersom til dgmes terningane
viser 3, 3, 4, 4, 6 etter fire kast, er X, = 2, og dersom dei viser 3, 4, 4, 4, 6 etter fem kast, er
X5 - 3

Overgangsmatrisa for markovkjeda er

0 & 2 125 25 1
54 36 648 1296 1296
0 5 25 125 25 _1
54 36 648 1296 1296
o 0 & 5 1
9 271 T2 216
P =
00 0 2 =2 +
36 18 36
5 1
0 0 0 O @ 5
0 0 0 O 0 1
Det blir oppgitt at
0 25 875 28625 8375 221
2916 1944 69984 69984 17496
) 25 875 28625 8375 221
2916 1944 69984 69984 17496
0 0 25 25 775 113
p? — 81 54 3888 3888
- 0 0 0 625 275 121 ’
1296 648 1296
25 11
0 0 0 0 3 36
0 O 0 0 0 1
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og at

125 26875 3419375 115625 347897

0 157464 104976 7558272 472392 7558272
0 125 26875 3419375 115625 347897
157464 104976 7558272 472392 7558272
0 0 125 7625 7375 5359
P3 o 729 17496 23328 69984
- 0 0 0 15625 11375 8281
46656 23328 46656
125 91
0 0 0 0 216 216
0 0 0 0 0 1

5 675 1500 94575
19 392 539 17248

54 675 1500 94575
19 392 539 17248

1
0

(I—-Pr)t=]0 0 2 3 % [
0

36 60
0 0 11 11

00 0 0 6

der Pr er matrisa vi far ved a fjerne siste raden og siste sgyla fra P, og I er identitetsmatrisa
av storleik 5.

a) Vis korleis overgangssannsyna Pys = 1/1296 og P34 = 5/18 er rekna ut.

b)

d)

Kva ekvivalensklassar har kjeda? Kva ekvivalensklassar er transiente og kva er rekurrente?

Kva er sannsynet for & fa fem like verdiar pa terningane etter tre eller feerre kast (dette
svarar til & lgsye ei av oppgéavene i terningspelet yatzy)?

Kva er sannsynet for a fa fem like verdiar pa terningane etter tre eller feerre kast gitt at
du sparer to like verdiar etter forste kastet?

Kva er forventa tal pa kast for a fem like verdiar pa terningane?

Kva er forventa tal pa nye kast som trengst for a fa fem like verdiar dersom du allereie
har spart fire like verdiar, og kva er forventa tal pa nye kast som trengst dersom du har
spart tre like verdiar?

Kva er sannsynligheten for at det i lgpet av spelet kjem ein omgang der alle terningane
har ulike verdiar? Kva er sannsynet for at det i lgpet av spelet kjem ein omgang der
ngyaktig tre av terningane har samme verdi?
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Oppgave 2

Vi antar at ein dyrepopulasjon utviklar seg som ein fgdsels- og dgdsprosess med fadselsratar
An = nA for n > 0 og dedsratar p, = nu for n > 1. Anta at A > p > 0. La X(t) vere
populasjonsstorleiken ved tid ¢.

a) Kva er overgangsratane v; (fra tilstand ¢ til ny tilstand), overgangssannsyna F;; og dei
augneblinkelege overgangsratane g¢;; (fra tilstand ¢ til tilstand j)? Har prosessen nokon
absorberande tilstandar?

Vi skal finne sannsynet for at ein populasjon som startar med zy dyr ved tid 0 dgyr ut.

La Y, vere markovkjeda i diskret tid som er definert ved at Yy = X (0) og Y, er tilstanden til
X(t) etter nte overgangen.

b) Kva er overgangssannsyna for markovkjeda Y,,? Korleis kan utdgying av populasjonen
uttrykkjast ved hjelp av denne prosessen, og kva blir sannsynet for at ein populasjon
som startar med zy dyr dgyr ut?

Vink: I ei markovkjede med overgangssannsyn Fyo =1, P41 =p =1— P;;_; for alle
i > 1, dvs. Gambler’s ruin mot ein uendeleg rik motstandar, er sannsynet ((1 — p)/p)°
for at prosessen nokon gong nar tilstand 0 gitt at den startar i tilstand i dersom p > 1/2.

I ein populasjon som fglgjer denne fadsels- og dgdsprosessen og som har xy dyr ved tid 0, er
1o ~M? forventa tal pa dyr ved tid ¢ (jamfer eksemplet med lineaer vekst med immigrasjon,
men med immigrasjonsraten sett lik null).

Vi gnskjer & modellere moglegheiten for katastrofe som utslettar heile populasjonen, og antek
no at dyrepopulasjonen fglgjer ei markovkjede i kontinuerlig tid med augneblinkelege over-
gangsratar ¢, ,+1 = nA forn >0, ¢,,—1 =nv og g,0 =Kk forn > 2, 0g o =v+ kK, der v >0
og k > 0. Dei andre overgangsratane er 0.

c) Er dette ein fgdsels- og dodsprosess? Kva er sannsynet for utdgying med denne modellen?

d) Utlei ei differensiallikning for forventa tal pa dyr i populasjonen ved tid ¢ og lgys denne.
Skisser grafen nar A > v + k.

Kva er samanhengen med forventa tal pa dyr i ein populasjon som fglgjer fgdsels- og
dgdsprosessen fra (a) og (b) dersom v + k = p? Samanlikn 0g sannsynet for utdgying,
og kommenter resultatet.
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Formelsamling
Setningane om totalt sannsyn og dobbeltforventning
La By, B, ... vere parvis disjunkte hendingar med P(|J;°, B;) = 1. Da gjeld

PA|C)= iP(A | B,NC)P(B; | C), EX|C)= iE(X | BENC)P(B; | C).

i=1 =1

Markovkjeder i diskret tid

Chapman-Kolmogorov-likningane:

m—+n m n
P =S P
k=0

For ei irredusibel og ergodisk markovkjede eksisterer m; = lim,, . F;; og er gitte av likningane
T; = Zﬂ-ipij og Zﬂ'i =1.
i i
For transiente tilstandar ¢, j og k er forventa tid i tilstand j gitt start i tilstand ¢
Sij = 0ij + Z PigSk;-
k

For transiente tilstandar ¢ og 7 er sannsynet for ein eller annan gong a kome til tilstand j gitt
start i tilstand ¢

fig = (si5 = 0i5) /555

Poissonprosess

Ventetid til nte hendinga (nth arrival time), S,,, har sannsynstettleik

fs, (1) ARARSY for t>0
=——¢ or .

Sn (n—1)! =

Gitt at talet pa hendingar N(t) = n, sa har Sy, Sy, ..., S, simultantettleik

n!
181,800, 8n N (H)=n (51, 525 - - -, 8n) = m for 0<s1<s89<---<s, <t
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Markovprosessar i kontinuerlig tid

Ein markovprosess X (t), 0 <t < oo, med tilstandsrom 2 C {0, 1,2, ...}, blir kalla ein fodsels-
og dgdsprosess dersom

PX(t+h)=i+1|X(¢

( Aih + o(h),
PX(t+h)=i—1|X(¢

(

(

u h+ o(h),
— (AN + pi)h + o(h),
( ) mar |j—i[>2,

1

)
)
)
)

P(X(t+h)=i| X(t
P(X(t+h)=7| X(t

1

— —

i
der i > 0, A; > 0 er fodselsratar og p; > 0 er dgdsratar.

Chapman-Kolmogorov-likningane:
P.

Kolmogorovs framover-likningar:

Kolmogorovs bakover-likningar:
Z Gir Prj (1) — vi Py (t)
ki
Dersom P; = lim;_., P,;(t) eksisterer og er uavhengige av i, er P; gitt av
v P = qujpk og ZP =1.
k#j

Spesielt for fgdsels- og dgdsprosessar:

Py = og P,=0yF fork=1,2, ...,

1
ZZL%
der Ao )

bo=1 og 0,=221 k1 frk=12, ...
#1#2.../1%‘
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Kateori

La L vere gjennomsnittleg tal pa kundar, Lq gjennomsnittleg tal pa kundar i ke, W gjen-
nomsnittleg tid pr. kunde i systemet, Wq gjennomsnittleg tid pr. kunde i kg, W§ tid i ko, S
beteningstid, V' gjennomsnittleg attverande arbeid i systemet og A\, gjennomsnittleg innkomst-
rate. Da gjeld

L=XW, Lo=XAWq  V=X\ESW) +\ES?/2.

Nokre rekkjer

Za Lot ikak— ¢ Y a"b"F = (a +b)"
1—a ’ - (1—a)? /<;

=0 k=0

Ei forsteordens lineser differensiallikning

Differensiallikninga f'(t) + a.f(t) = g(t) med initialvilkar f(0) = a har lgysing



