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Oppgave 1

Vi spiller et spill med fem terninger. Malet er & oppna at alle fem terningene viser det samme.
I forste omgang kaster vi fem terninger. Vi sparer pa terninger som viser den verdien det er
flest av. Hvis terningene for eksempel viser 3, 4, 4, 5, 6, sparer vi de to firerne. Hvis det er flere
verdier som opptrer med maksimalt antall, velger vi én verdi vi vil spare pa — hvis terningene
for eksempel viser 3, 3, 4, 4, 6, sparer vi enten pa de to treerne eller pa de to firerne.

I andre omgang kaster vi de terningene vi ikke sparer pa om igjen. Igjen sparer vi pa terninger
(blant alle fem terningene) som viser den verdien det er flest av (vi har lov a bytte verdi vi
sparer pa — hvis vi har spart pa to toere og det nye kastet gir tre treere, sparer vi pa treerne).

Slik fortsetter vi til alle terningene viser det samme.

Vi modellerer spillet med en markovkjede i diskret tid, med tilstander 0, 1, 2, 3, 4 og 5, der
Xo = 0o0g X; er antallet av den verdien det er flest av etter ¢ kast. Hvis for eksempel terningene
viser 3, 3, 4, 4, 6 etter fire kast, er Xy = 2, og hvis de viser 3, 4, 4, 4, 6 etter fem kast, er
X5 - 3

Overgangsmatrisen for markovkjeden er
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54 36 648 1296 1296

0 & 2 125 25 1
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Det oppgis at
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og at

125 26875 3419375 115625 347897

0 157464 104976 7558272 472392 7558272
0 125 26875 3419375 115625 347897
157464 104976 7558272 472392 7558272
0 0 125 7625 7375 5359
P3 o 729 17496 23328 69984
- 0 0 0 15625 11375 8281
46656 23328 46656
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0 0 0 0 216 216
0 0 0 0 0 1
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54 675 1500 94575
19 392 539 17248
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0

(I—-Pr)t=]0 0 2 3 % [
0

36 60
0 0 11 11

00 0 0 6

der Pr er matrisen vi far ved a fjerne siste rad og siste sgyle fra P, og I er identitetsmatrisen
av stgrrelse 5.

a) Vis hvordan overgangssannsynlighetene Py = 1/1296 og P34 = 5/18 er regnet ut.

b)

d)

Hvilke ekvivalensklasser har kjeden? Hvilke ekvivalensklasser er transiente og hvilke er
rekurrente?

Hva er sannsynligheten for a fa fem like verdier pa terningene etter tre eller feerre kast
(dette svarer til & lgse en av oppgavene i terningspillet yatzy)?

Hva er sannsynligheten for a fa fem like verdier pa terningene etter tre eller feerre kast
gitt at du sparer to like verdier etter forste kast?

Hva er forventet antall kast for a fem like verdier pa terningene?

Hva er forventet antall nye kast som trengs for a fa fem like verdier hvis du allerede har
spart fire like verdier, og hva er forventet antall nye kast som trengs hvis du har spart
tre like verdier?

Hva er sannsynligheten for at det i lgpet av spillet kommer en omgang der alle terningene
har forskjellige verdier? Hva er sannsynligheten for at det i lgpet av spillet kommer en
omgang der ngyaktig tre av terningene har samme verdi?
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Oppgave 2

Vi antar at en dyrepopulasjon utvikler seg som en fodsels- og dgdsprosess med fgdselsrater
An = nA for n > 0 og dedsrater p, = nu for n > 1. Anta at A > p > 0. La X(t) veere
populasjonsstgrrelsen ved tid ¢.

a) Hva er overgangsratene v; (fra tilstand ¢ til ny tilstand), overgangssannsynlighetene P;;
og de gyeblikkelige overgangsratene ¢;; (fra tilstand ¢ til tilstand j)? Har prosessen noen
absorberende tilstander?

Vi skal finne sannsynligheten for at en populasjon som starter med zy dyr ved tid 0 dgr ut.

La Y,, veere markovkjeden i diskret tid som er definert ved at Yy = X (0) og Y, er tilstanden
til X (¢) etter nte overgang,.

b) Hva er overgangssannsynlighetene for markovkjeden Y;,? Hvordan kan utdgelse av popu-
lasjonen uttrykkes ved hjelp av denne prosessen, og hva blir sannsynligheten for at en
populasjon som starter med xy dyr dgr ut?

Vink: I en markovkjede med overgangssannsynligheter Poo =1, Py =p=1—F,;;;
for alle ¢« > 1, dvs. Gambler’s ruin mot en uendelig rik motstander, er sannsynligheten
((1 —p)/p)* for at prosessen noen gang nar tilstand 0 gitt at den starter i tilstand ¢ hvis
p>1/2.

I en populasjon som fglger denne fgdsels- og dgdsprosessen og som har zy dyr ved tid 0, er
10~ forventet antall dyr ved tid ¢ (jamfgr eksemplet med lineser vekst med immigrasjon,
men med immigrasjonsraten satt lik null).

Vi gnsker & modellere muligheten for katastrofe som utsletter hele populasjonen, og antar na
at dyrepopulasjonen fglger en markovkjede i kontinuerlig tid med gyeblikkelige overgangsrater
Gnnt1 = N for n >0, @upn_1 =nv og gno = Kk for n > 2, og q19o = v + K, der v > 0 og K > 0.
De andre overgangsratene er 0.

c) Er dette en fodsels- og dgdsprosess? Hva er sannsynligheten for utdgelse med denne
modellen?

d) Utled en differensiallikning for forventet antall dyr i populasjonen ved tid ¢ og lgs denne.
Skisser grafen nar A > v + x.

Hva er sammenhengen med forventet antall dyr i en populasjon som fglger fgdsels- og
dedsprosessen fra (a) og (b) hvis ¥ + k = p? Sammenlikn ogsd sannsynligheten for
utdgelse, og kommenter resultatet.
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Formelsamling
Setningene om total sannsynlighet og dobbeltforventning

La By, By, ... vere parvis disjunkte hendelser med P(|J;~, B;) = 1. Da gjelder

PA|C)= iP(A | B,NC)P(B; | C), EX|C)= iE(X | BiNC)P(B; | C).

Markovkjeder i diskret tid

Chapman-Kolmogorov-likningene:

m—+n m n
P =S P
k=0

For en irredusibel og ergodisk markovkjede eksisterer m; = lim, . Fj; og er gitt av likningene
T; = Zﬂ-ipij og Zﬂ'i =1.
i i
For transiente tilstander i, j og k er forventet tid i tilstand j gitt start i tilstand ¢
Sij = 0ij + Z Pigs;-
k

For transiente tilstander ¢ og j er sannsynligheten for en eller annen gang a komme til tilstand
J gitt start i tilstand ¢

fig = (855 — 0i5) /555

Poissonprosess

Ventetid til nte hendelse (nth arrival time), S, har sannsynlighetstetthet

fs, (1) ARARSY for t>0
=——¢ or .
Sn (n—1)! =
Gitt at antall hendelser N(t) = n, sa har Sy, S, ..., S, simultantetthet
n!
I$1.80,.0, 80 N (H)=n (51, 525 - - -, 8n) = m for 0<s1<s89<---<s, <t
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Markovprosesser i kontinuerlig tid

En markovprosess X (¢), 0 <t < oo, med tilstandsrom  C {0, 1,2,...}, kalles en fodsels- og
dgdsprosess dersom

PX(t+h)=i+1|X(¢

( Aih + o(h),
PX(t+h)=i—1|X(¢

(

(

u h+ o(h),
— (N + pi)h + o(h),
( ) mar |j—i[>2,

1

)
)
)
)

P(X(t+h)=i| X(t
P(X(t+h)=7| X(t

1

— — S

i
der ¢ > 0, A; > 0 er fodselsrater og p; > 0 er dgdsrater.

Chapman-Kolmogorov-likningene:
P.

Kolmogorovs forover-likninger:

Kolmogorovs bakover-likninger:
Z qirPrj (1) — vi Py (t)
ki
Hvis P; = lim,_,, P;;(t) eksisterer og er uavhengige av ¢, er P; gitt av
v P = qujpk og ZP =1.
k#j

Spesielt for fgdsels- og dgdsprosesser:

Py = og P,=0yF fork=1,2, ...,

1
22109k
der Ao )

bo=1 og 0,=221 k1 frk=12, ...
#1#2.../1%‘
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Kateori

La L veere gjennomsnittlig antall kunder, Lq gjennomsnittlig antall kunder i kg, W gjen-
nomsnittlig tid pr. kunde i systemet, Wq gjennomsnittlig tid pr. kunde i ko, W¢ tid i kg,
S betjeningstid, V' gjennomsnittlig gjenvaerende arbeid i systemet og A, gjennomsnittlig an-
komstrate. Da gjelder

L=XW, Lo=MAWq  V=X\ESW) + A \ES/2.

Noen rekker

Za L—am ikak— ¢ ” a"b" " = (a +b)"
T 1-a’ - (1—a)? k

=0 k=0

En fgrsteordens linezer differensiallikning

Differensiallikningen f'(t) + a.f () = g(t) med initialbetingelse f(0) = a har lgsning



