A kaste yatzy

Vi spiller et spill med fem terninger. Malet er & oppna at alle fem terningene viser det
samme. | fgrste omgang kaster vi fem terninger. Vi sparer pa terninger som viser den
verdien det er flest av. Hvis terningene for eksempel viser 3, 4, 4, 5, 6, sparer vi de to
firerne. Hvis det er flere verdier som opptrer med maksimalt antall, velger vi én verdi vi
vil spare pa — hvis terningene for eksempel viser 3, 3, 4, 4, 6, sparer vi enten pa de to
treerne eller pa de to firerne.

I andre omgang kaster vi de terningene vi ikke sparer pa om igjen. Igjen sparer vi pa
terninger (blant alle fem terningene) som viser den verdien det er flest av (vi har lov &
bytte verdi vi sparer pa — hvis vi har spart pa to toere og det nye kastet gir tre treere,
sparer vi pa treerne).

Slik fortsetter vi til alle terningene viser det samme.

Vi modellerer spillet med en markovkjede i diskret tid, med tilstander 1, 2, 3, 4 og 5,
der X; er antallet av den verdien det er flest av etter ¢ kast. Hvis for eksempel terningene
viser 3, 3, 4, 4, 6 etter fire kast, er Xy = 2, og hvis de viser 3, 4, 4, 4, 6 etter fem kast,
er X5 = 3. Vi tenker oss tilstand 5 som en sékalt absorberende tilstand, det vil si at hvis
markovkjeden har kommet i den tilstanden, sa forblir den der (vi kaster null terninger).
Vi starter i tilstand X, = 1. A kaste alle terningene (som vi gjor i forste kast), tilsvarer
nemlig a spare pa én terning blant fem terninger som viser fem forskjellige verdier.

Overgangsmatrisen for markovkjeden er
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det vil si at overgangssannsynligheten p;; fra tilstand j til tilstand ¢ star pa plass (i, j)
i P. Det oppgis at
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(a) Vis hvordan overgangssannsynlighetene ps; = 1/1296 og py3 = 5/18 er regnet ut.



(b) Hva er sannsynligheten for & fa fem like verdier pa terningene etter tre eller feerre
kast (dette svarer til & fa yatzy i terningspillet yatzy)?

(c) Hva er sannsynligheten for & fa fem like verdier pa terningene etter tre eller faerre
kast gitt at du sparer to like verdier etter fgrste kast? Er det en god nyhet & ha greid a
fa to like etter forste kast hvis malet er a greie yatzy pa tre kast?

Ogsa forventet (gjennomsnittlig) antall kast for & oppna yatzy er av interesse. La e; veere
forventet antall kast som trengs for & oppna yatzy hvis markovkjeden er i tilstand j (vi
har greid & samle j like). Hvis vi har 4 like, ma vi bruke minst ett kast. Vi kan oppna
yatzy pa det kastet, eller vi kan, med sannsynlighet p44, havne i tilstand 4 pa nytt, og vi
ma igjen forvente e4 nye kast for & oppna yatzy:

€4 = 1 +p44€4 (1)

Hvis vi har 3 like, trenger vi pa tilsvarende mate minst ett kast. Hvis vi er heldig, far vi
yatzy. Ellers havner vi, med sannsynlighet py3, i tilstand 4 og ma forvente e4 nye kast,
eller, med sannsynlighet ps3 i tilstand 3 igjen og méa forvente ez nye kast:

ez = 1 + pazes + pazes (2)
Tilsvarende for ey og eq:

ey = 1 + pyses + psae3 + pases (3)

€1 = 1+ paies + paies + parea + prie; (4)

(d) Lgs likningssystemet (1)—(4) for & finne forventet antall kast for a oppné yatzy nar
en har forskjellige verdier pa alle terningene (eller ikke har startet a kaste), eller har
oppnadd 2, 3 eller 4 like — altsa henholdsvis ey, es, e3 0g e4.



